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要 旨 
球面三角法については，国土地理院においても地

理院地図における面積計算や, 各種磁気図に採用さ
れている斜軸投影法にその概念が用いられているが，

現状入手できる資料の範囲内でその全貌を包括的に

理解するのは容易ではない．本稿では，簡単な座標

幾何学と，高等学校で履修する数学レベルの知識の

範囲内で球面三角法の諸公式を導出し，その体系的

な理解への道筋構築を試みる． 
 
1. はじめに 
現在国土地理院においては，地理院地図の一機能

である面積算出において回転楕円体面から球面に正

積投影した後の球面三角形の面積計算に L'Huilierの
式が用いられている（国土地理院，2017）．また，各
種磁気図（例えば，国土地理院，2016）に採用され
ている斜軸メルカトル図法への投影計算において，

真の極軸に対して傾いた見かけ上の極軸が設定され

た座標系における球面座標を算出する必要があり，

いずれの際にも球面三角法の知識を必要としている． 
しかしながら，日本語で書かれた球面三角法を解

説する書物は希少かつ入手困難であるばかりでなく，

これらの導出過程を一からフォローするには当該書

物を複数参照しても非常に複雑で困難を伴い，外国

の書物（例えば，Todhunter and Leatham, 1914）に頼
らざるを得ない状況である． 
本稿では，幾何学の知識としては球面極座標と三

次元直交座標との関係のみを，代数学の知識として

は高等学校で履修する三角関数の加法定理（及びそ

こから派生する和積公式）並びに初等的な比例式の

関係のみを用いて，球面三角法の主だった諸公式を

導出することにより，その簡潔かつ体系的な理解に

資することを試みる． 
 
2. 球面三角法における諸公式 
以下では，図-1に示す幾何学的配置及び設定変数

の下で，関係する諸公式をまず明示し，それから一

つひとつ公式を導出していくスタイルを採ることと

する．なお，2.4 及び 2.5については，図-1に示され
る球面三角形の頂角及び対辺の関係に相当する

 𝛼, 𝛽, 𝛾 及び 𝑎, 𝑏, 𝑐 の変数の役割を cyclic に入れ替
えて得られる自明な式は殊更に表記しない． 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図-1 以後の議論の対象とする球面三角形の幾何学的配

置及び設定する変数．Wikimedia Commonsのコン
テンツに一部加筆．なお，特に断らない限り球は単

位球（半径 1）とする． 
 
2.1 余弦法則 
 

cos 𝑎 = cos 𝑏 cos 𝑐 + sin 𝑏 sin 𝑐 cos 𝛼 
 

cos 𝑏 = cos 𝑐 cos 𝑎 + sin 𝑐 sin 𝑎 cos𝛽 
 

cos 𝑐 = cos 𝑎 cos 𝑏 + sin 𝑎 sin 𝑏 cos 𝛾 
 
2.2 正弦法則 
 

sin 𝛼

sin 𝑎
=
sin 𝛽

sin 𝑏
=
sin 𝛾

sin 𝑐
 

 
2.3 正接法則 
 

tan
𝛼 − 𝛽
2

tan
𝛼 + 𝛽
2

=
tan

𝑎 − 𝑏
2

tan
𝑎 + 𝑏
2

 

 

tan
𝛽 − 𝛾
2

tan
𝛽 + 𝛾
2

=
tan

𝑏 − 𝑐
2

tan
𝑏 + 𝑐
2

 

図 1 以後の議論の対象とする球面三角形の幾何学的配

𝜸 
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tan
𝛾 − 𝛼
2

tan
𝛾 + 𝛼
2

=
tan

𝑐 − 𝑎
2

tan
𝑐 + 𝑎
2

 

 
2.4 半角の公式 

𝑠 =
𝑎+𝑏+𝑐

2
 として， 

 

tan
𝛼

2
= √

sin(𝑠 − 𝑏) sin(𝑠 − 𝑐)

sin 𝑠 sin(𝑠 − 𝑎)
 

 

cos
𝛼

2
= √

sin 𝑠 sin(𝑠 − 𝑎)

sin 𝑏 sin 𝑐
 

 

sin
𝛼

2
= √

sin(𝑠 − 𝑏) sin(𝑠 − 𝑐)

sin 𝑏 sin 𝑐
  

 
2.5 Delambreの公式（又は Gauß の公式） 
𝜀 = 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 − 𝜋 として， 
 

sin
𝛼 + 𝛽

2
cos

𝑐

2
(=

𝛽 + 𝛾

cos
𝑐

2
cos

の公式（又は

𝛾 −

(=
𝛾

の公式（又は

− 𝜋

=
−

Gauß Gauß の公式（又は Gauß 

𝜋

𝜀
= cos

2

の公式（又は Gauß 

として，として，

cos
𝛾

cos
𝛾

cos
𝑐

として，

− 𝜀

2
)

として，として，

𝜀
coscoscos =

Gauß Gauß Gauß 

cos
𝑐
)))cos
𝑐
))) = cos

𝑎

の公式）

=
−

の公式）の公式）

𝑏
= coscos

2
cos

𝑎
coscoscos

𝑎
cos

の公式）の公式）

𝛾−− 𝑏𝑏
coscos

𝛾

2
coscos

𝛾
 

 

cos
𝛼 + 𝛽

2
cos

𝑐

2
(=

2

cos
𝑐𝑐

22
sin

(===(

(((((((
𝛾

= cos

((((
−

)) =)))coscoscos coscoscoscoscos

𝜀
= sinsin

2

coscos
22

coscoscoscos
2

sin
𝛾𝛾

sin
𝛾

cos
𝑐− 𝜀𝜀

2 2
)

𝜀
coscoscoscoscos =

==)) =)))coscos ==)) =
2
)))
2
)))coscos )
2
)))

cos
𝑐𝑐

2
))))))))))))))))cos
𝑐
)))))))) = cos

𝑎

== coscos== coscos

==
+

coscoscoscoscoscoscoscoscos

𝑏
= coscoscos

2
cos

𝑎
coscoscoscos

𝑎
sin

coscoscoscos
2222

coscoscoscos
22

𝛾++++++ 𝑏𝑏

2

+++ 𝑏
sinsin
2

𝛾𝛾

2
sin
𝛾

 

 

sin
𝛼 − 𝛽

2
sin

𝑐

2
= sin

𝑎 − 𝑏

2
cos

𝛾

2
  

 

cos
𝛼 − 𝛽

2
sin
𝑐

2
= sin

𝑎 + 𝑏

2
sin
𝛾

2
 

 
2.6 球面三角形の面積 
 図-1 における単位球の球面三角形 ABC の面積を

𝐸 とする 1と，𝐸 は 𝛼, 𝛽, 𝛾 又は 𝑎, 𝑏, 𝑐 いずれかの

変数の組についての対称関数として表すことができ

る． 

𝐸 を表す式は幾つか提案されているが，以下に典

型的な例を示す． 
 

2.6.1 Girardの式 
 

𝐸 = 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 − 𝜋 
 

上式を見て分かるとおり，平面三角形では 0 にな
る（∵ 平面三角形の 3頂角の和は 2 直角）はずの量
が，球面三角形においては有限値となる．このこと

が，𝐸 を「球過量」（Spherical Excess）と称する所以
となっている． 

 
2.6.2 L'Huilierの式 

 

𝐸 = 4 tan−1 √tan
𝑠

2
tan

𝑠 − 𝑎

2
tan

𝑠 − 𝑏

2
tan

𝑠 − 𝑐

2
 

 
3. 諸公式の導出 
以下では，2.において示した各式の導出を行って

いくが，導出の順番は 2.での表記順と若干異なって
いることに注意されたい． 

 
3.1余弦法則の導出 
 図-2のように，単位球の中心を座標原点とし，球
面三角形の 1つの頂点が 𝑧 軸を通るように，一般性
を失うことなく三次元直交座標系を設定することが

できる．そのとき，単位球面上の点 P 及び Qの座標
は，それぞれ次のように表される： 
 

P(sin 𝜃p cos 𝜑p ,  sin 𝜃p sin 𝜑p ,  cos 𝜃p) 
Q(sin 𝜃q cos 𝜑q ,  sin 𝜃q sin𝜑q ,  cos 𝜃q) 

図-2 球面三角法の余弦法則を導出するための幾何学的
配置及び使用する変数． 

 

ここで, 単位ベクトル OP⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 及び OQ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   の内積を“幾

何計量的表現”2と“座標代数的表現”3の 2 通りの
表現で表すと，以下のような等式が得られる： 
 

OP⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⋅ OQ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = |OP⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|⏟
1

|OQ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |⏟
1

cos𝜛  

1半径が 𝑅 の球の場合は，面積は𝐸𝑅2 となる． 
2各ベクトルの絶対値の積と，各ベクトルの成す角の余弦との積 
3各ベクトルの各成分同士の積の総和 

 

 
Q

𝜑 𝜑 

𝑧

 

 

𝜃 
𝜃 

O

𝜛

𝜑 −𝜑 
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                = sin 𝜃p sin 𝜃q cos(𝜑q − 𝜑p) + cos 𝜃p cos 𝜃q 
 
上式を図-2で設定されている変数から図-1で設定

されている変数へ対応付けると，2.1 の第 3 式が得
られる． 

 
3.2半角の公式の導出 
 2.1 の第 1 式から， 
 

cos 𝛼 =
cos 𝑎 − cos 𝑏 cos 𝑐

sin 𝑏 sin 𝑐
 

 
を得る．ここから，2.4の各式： 
 

tan
𝛼

2
= √

1 − cos 𝛼

1 + cos 𝛼
 

           = √
sin 𝑏 sin 𝑐 − cos 𝑎 + cos 𝑏 cos 𝑐

sin 𝑏 sin 𝑐 + cos 𝑎 − cos 𝑏 cos 𝑐
 

           = √
cos(𝑏 − 𝑐) − cos 𝑎

cos 𝑎 − cos(𝑏 + 𝑐)

= √
sin(𝑠 − 𝑏) sin(𝑠 − 𝑐)

sin 𝑠 sin(𝑠 − 𝑎)
 

 

    cos
𝛼

2
= √

1 + cos𝛼

2
 

        = √
cos 𝑎 − cos(𝑏 + 𝑐)

2 sin 𝑏 sin 𝑐
= √

sin 𝑠 sin(𝑠 − 𝑎)

sin 𝑏 sin 𝑐
 

 

sin
𝛼

2
= tan

𝛼

2
cos

𝛼

2
= √

sin(𝑠 − 𝑏) sin(𝑠 − 𝑐)

sin 𝑏 sin 𝑐
 

 
が得られる．ここで，三角関数の和積公式： 
 

cos𝐴 − cos 𝐵 = 2 sin
𝐴 + 𝐵

2
sin
𝐵 − 𝐴

2
 

 
を用いている． 
 
3.3 Delambreの公式の導出 
 例として，2.5 の第 1 式左辺を展開し，前節にて得
られたばかりの半角の公式を適用すると， 

 

 

 

sin
𝛼 + 𝛽

2
cos

𝑐

2
= (sin

𝛼

2
cos

𝛽

2
+ cos

𝛼

2
sin
𝛽

2
) cos

𝑐

2
 

           

=
sin(𝑠 − 𝑏) + sin(𝑠 − 𝑎)

 sin 𝑐 ⏟    

2sin
𝑐
2
cos

𝑐
2

√
sin 𝑠 sin(𝑠 − 𝑐)

sin 𝑎 sin 𝑏⏟          

cos
𝛾
2

cos
𝑐

2
 

           =
2 sin

𝑐
2
cos

𝑎 − 𝑏
2

2 sin
𝑐
2
cos

𝑐
2

cos
𝛾

2
cos

𝑐

2

= cos
𝑎 − 𝑏

2
cos

𝛾

2
 

 
となり右辺が得られる．ここで，三角関数の和積公

式： 
 

sin 𝐴 + sin𝐵 = 2 sin
𝐴 + 𝐵

2
cos

𝐴 − 𝐵

2
 

 
を用いている．第 2 式以降も同様にして示すことが
できる． 
 
3.4 正接法則の導出 
前節で得られたばかりの 2.5 の各式について，第

2 式と第 3 式を辺々掛け合わせたものを，第 1 式と
第 4式を辺々掛け合わせたもので辺々割ると，2.3の
第 1 式が得られる．特に難しい数式処理は必要とし
ない． 

 

3.5 正弦法則の導出 

 前節で得られたばかりの 2.3 の第 1 式について，
三角関数の和積公式： 
 

sin 𝐴 − sin 𝐵

sin𝐴 + sin 𝐵
= cot

𝐴 + 𝐵

2
tan

𝐴 − 𝐵

2
 

 
を用いると， 
 

sin 𝛼 − sin 𝛽

sin 𝛼 + sin 𝛽
=
sin 𝑎 − sin 𝑏

sin 𝑎 + sin 𝑏
 

 
なる等式を得る．さらに，比例式に関して成り立つ

合除比の理（Componendo and Dividendo）： 
 

𝑝

𝑞
=
𝑟

𝑠
  ⇔   𝑝 − 𝑞

𝑝 + 𝑞
=
𝑟 − 𝑠

𝑟 + 𝑠
 

 
を用いると，当該等式は 
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sin 𝛼

sin 𝛽
=
sin 𝑎

sin 𝑏
 

 

と変形され，ここから直ちに 2.2 の第 1 式： 

 

sin 𝛼

sin 𝑎
=
sin 𝛽

sin 𝑏
 

 

を得る． 

 

3.6 球面三角形の面積の導出 

3.6.1 Girardの式の導出 

2.6.1の式の導出についてだけは，再び図-1に目を
転ずる必要がある．図-1の上半球は，図-3 に示すよ
うな蜜柑の房状立体であって，中心角がそれぞれ

 𝛼, 𝛽, 𝛾 となるもの 3 つで概ね構成されており，そ
の側面積の和は上半球面の面積に球面三角形 2 つ分
（図-1の手前で重複する分と奥側ではみ出る合同図
形の分）の面積を加えたものに等しくなることから

説明できる． 
 

 
図-3 桜島小蜜柑の果皮内に存する房の集合．Wikimedia 

Commonsのコンテンツから抜粋．蜜柑を単位球に
見立てた際の，中心角 𝛼 を成す房状立体の側面積

は 2𝛼 である． 
 
3.6.2 L'Huilierの式の導出 

2.5のの橙とと緑に着色した等式について，仮置きした

変数 𝜀 は球過量 𝐸 に他ならないことが 3.6.1 から
示されたので，𝜀 を 𝐸 に置き換えつつ 3.5で紹介し

た合除比の理を用いると， 
 

cos
𝛾 − 𝐸
2

− cos
𝛾
2

cos
𝛾 − 𝐸
2

+ cos
𝛾
2

=
cos

𝑎 − 𝑏
2

− cos
𝑐
2

cos
𝑎 − 𝑏
2

+ cos
𝑐
2

 

 

sin
𝛾 − 𝐸
2

− sin
𝛾
2

sin
𝛾 − 𝐸
2

+ sin
𝛾
2

=
cos

𝑎 + 𝑏
2

− cos
𝑐
2

cos
𝑎 + 𝑏
2

+ cos
𝑐
2

 

 
を得る．ここで，三角関数の和積公式： 
 

cos𝐴 − cos 𝐵

cos𝐴 + cos 𝐵
= tan

𝐴 + 𝐵

2
tan

𝐵 − 𝐴

2
 

 
sin 𝐴 − sin 𝐵

sin𝐴 + sin 𝐵
= cot

𝐴 + 𝐵

2
tan

𝐴 − 𝐵

2
 

 
により，上述の式はそれぞれ 
 

tan
2𝛾 − 𝐸

4
tan

𝐸

4
= tan

𝑠 − 𝑏

2
tan

𝑠 − 𝑎

2
 

 

cot
2𝛾 − 𝐸

4
tan

−𝐸

4
= tan

𝑠

2
tan

−(𝑠 − 𝑐)

2
 

 
と変形できる．これら 2 式を辺々掛け合わせて符号
反転し，両辺の正の平方根を取ることにより， 
 

tan
𝐸

4
= √tan

𝑠

2
tan

𝑠 − 𝑎

2
tan

𝑠 − 𝑏

2
tan

𝑠 − 𝑐

2
 

 
が得られ，2.6.2 の式が示される． 
 
4. まとめ 
以上見てきたとおり最低限の予備知識で球面三角

法の主要な法則及び公式の導出を行うことができた．

なお，本稿では正弦余弦法則，余接法則及び Napier
の式は紹介しなかったが，いずれもこれまで紹介し

た法則及び公式の代入変形や等式の辺々処理の程度

で導出できることを付記しておく． 
 

（公開日：令和元年 5 月 17 日） 
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